Modellezés és optimalizalas a gyakorlatban

Néhany alapfogalom —

Vektor: (sikban, térben) Az iranyitott szakaszt vektornak nevezziik. Pontosan specifikaljuk a
végpontok sorrendjét, azaz a kezddpontot és végpontot.

Alternativ definicio — Egy n dimenzios vektor egy rendezett szam n-s, azaz n db szam egyiittese adott
sorrendben.
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v=AB
Egy adott v vektor abszolut értékén a v vektor hosszat értjiik.

Jelolés: |v|

Nullvektor: Azt a v vektort, melynek abszolut értéke 0, azaz kezd6 és végpontja azonos,
nullvektornak (zérusvektornak) nevezzik. A zérusvektor iranya tetszéleges.

Jelolés: 0

Egységvektor: Azt a vektort, melynek hossza egységnyi, egységvektornak nevezziik.
Jelolés: e, i,j,k

Egyezo allasu vektorok: Két vektor egyez6 allasu, ha parhuzamosak vagy azonosak.

Egyenlo vektorok: Két vektor akkor és csak is akkor egyenld, ha hosszuk, allasuk és iranyuk is
megegyezik. Ekkor a két adott vektorra 1étezik olyan eltolas, mely az egyik vektor kezdépontjat és
végpontjat a masik vektor kezddpontjaba és végpontjaba viszi at.



Miiveletek vektorokkal —
A vektorok 6sszeadasa polygon modszer segitségével torténik.

Nyilfolyam-modszerként is ismerhetjiik, azaz - eltolds, a masodik vektor kezdépontjat az elsd
végpontjaba, és igy tovabb.

Osszeg vektor: az elsd vektor kezdépontjabol az utolsé vektor végpontjdba mutaté vektor. (Két vektor
esetén paralelogramma moddszernek nevezziik.)
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Osszeadds tulajdonsdgai:

Az Osszeadas eredménye is vektor
Kommutativitas: a+b=b+a
Asszociativitas: (a+b)+c=a+(b+c)
Létezik egységelem: a+0=a

Létezik inverz (ellentett) elem: a+(-a)=0

Vektorok kivonasa: inverz vektor elem hozzaadasa

Az a,b vektorok kiilonbségén azt a vektort értjiik, melyet hozzdadva b vektorhoz 6sszegként az a
vektort kapjuk. Vektorok kivonasa nem kommutativ miivelet.




Vektorok szorzasa

Szammal valo szorzas
Jelolés: aa

Vektort vektorral szorzas eredménye szam, skalarszorzatnak (dot product) nevezziik.
Jelolés: ab

Vektort vektorral-eredménye vektor, vektorialis (vagy kereszt) szorzatnak (cross product)
nevezziik.

Jelolés: a X b

Vektor szorzasa szammal
Jelolés: aa
Az a vektor a- szorosan, ahol «a tetszdleges valos szam, azt a vektort értjiik, melynek
abszolut értéke: |a||a|
allasa megegyezik az a vektor allasaval
irdnya:
azonos a iranyaval, haa > 0
ellentettje a iranyanak, ha « < 0
tetszoleges, ha a = 0
nyujtas (a>1), zsugoritds(0< a<l), tikrozés (a<Q)
Tulajdonsagok:
1. ad=aa
2. Waa)=(n a)a
3. (atp)a=aatua

4. a (ath)= aa+ab

Vektort szorzunk vektorral
Jelolés: a.b

Skalaris szorzat: Legyen adott két azonos dimenzidjt (a,b) vektor és az altaluk bezart szog (a).
Ekkor az alabbi szdmot az a és b vektorok skalaris szorzatanak nevezziik.

a.b = |a||b|cos(a)

Ebben az esetben a két vektor hajlasszogén azt a 0< a < 180 szoget értjiik, melyet a két vektor
félegyenese bezar (a bels6, azaz mindig a kisebb hajlasszog).



Két vektor skalaris szorzata akkor és csak is akkor nulla, ha a két vektor ortogonalis.
Ha a két vektor koziil az egyik nullvektor, a hajlasszdg tetszleges, de a skalaris szorzat értéke 0.
Tulajdonsagok

1. ab=ba

2. a(b+c)=ab+ac

3. (ca)b=a(ab)=a(a b)

4. nem asszociativ

Geometriai jelentés: egy adott vektor merdleges vetiiletének a hossza

e —egysegvekior a-e= | a | . | e \ -COSO= | a | - COsO=X
X: az a vektor e-re vett el6jeles merdleges vetiiletének hossza.

X
cosa= |g| = X=

a | cosa

Vektorok szorzasa (vektorialis (keresztszorzat) szorzat): Az a,b € R? vektorok
keresztszorzatanak nevezziik azt a vektort, amelynek hossza

|la X b| = |a||b]sin(a),
ahol a értelemszeriien a két vektor (a,b) altal bezart hajlasszog.
allasa: mer6leges az a és b vektorok mindegyikére, vagyis a két vektor altal kifeszitett sikra.
iranya: olyan, hogy az a,b és a xb vektorok jobbrendszert alkotnak.
Geometriai jelentés: az alabbi
|a X b| = |a]||b]| sin(a)

érték pedig nem mas, mint a két vektor altal kifeszitett paralelogramma teriilete.

axb
m= \ b | -sineoe b
e m
alap: | a |
a
\ axb |: \ a \ - \ b | -sino=Terlilet = (alap-magassag)
Tulajdonsagok:

1. Nem kommutativ



2. Disztributiv
3. axb=—(bxa)
4. a(axb)=(aa) Xb =ax (ab)

Két vektor keresztszorzata akkor és csakis akkor zérusvektor, ha a két vektor parhuzamos egymassal.

Koordinatarendszer

Ha adottak egy tetsz6leges sikban az a és b nem parhuzamos vektorok, ekkor a sik minden mas v
vektora egyértelmiien felbonthaté az adott vektorokkal parhuzamos dsszetevokre.

Ebbol kovetkezik a bazis. A sik barmely két, nem parhuzamos vektorat a sikbeli vektorok bazisanak
nevezzik.

Koordinata: a v=oa+pb vektor (a,p) rendezett valos szampart, mely egyértelmiien meghatarozza v-t
az a,b bazisban a v vektor a,b bazisra vonatkoztatott koordinatanak nevezziik.

2D-ben - a rendezett valos szamparokat sikbeli vektoroknak nevezziik.
3D-ben - a rendezett valds szamharmasokat térbeli vektoroknak nevezziik.

Sikbeli és térbeli vektorok abrazolasa koordinatarendszerekben torténik, azok bazisainak megfeleld
definialasaval.

Sikbeli vektorok abrazolasa
Sikban végtelen sok bazist lehet felvenni.

Az egyértelmiiség kedvéért, alkalmazzunk egy specialis bazist a Descartes koordinatarendszernek
megfeleltetve, a kdvetkezd képpen:

1) i ésj egymasra meréleges egységvektorok
2) i ésj ennek megfeleléen az x és y szamegyenesek

+1 pontjaiba mutatnak.




Térbeli vektorok abrazoléasa
A rendezett valds szdmparok halmaza, a sik pontjainak halmaza és az origdbdl kiindul6 sikbeli
vektorok halmaza k6zott paronként kolcsonosen egyértelmii leképezés valosithatd meg.

Tehat, ha a,b,c térbeli vektorok nem esnek egy sikba, akkor a tér minden v vektora egyértelmiien
felbonthat6 az a,b,c vektorokkal parhuzamos 0sszetevokre, azaz

v=aa+fb+yc=(a;p;y)
Bazis - a tér egy pontjabol kiindulo, nem egysikil vektorat térbeli bazisnak nevezziik.
Specialis bazis: i,j,k paronként merdleges egységvektorok jobbsodrasu rendszere

v =01l + vyj +v3k = (vq1; vy v3).
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Miiveletek (3D)

Alap miveletek -
a—+ b = (a1 + bl)l + (az + bz)] + ((13 + b3)k
a—b = (a; —by)i+ (ap — by)j + (a3 — b3)k

aa = (aaqy)i + (aay)j + (aaz)k

Koordinataival adott két vektor skalaris szorzata -
a=ai+ayj+azk
b = bll +b2] + b3k

ab = albli + azsz + a3b3k

Koordinataival adott két vektor kereszt szorzata-
a=ai+ayj+azk

b =bll+b2]+b3k

SRS




Két vektor hajlasszoge —
a;b; + a,b, + azb;
V(ai + a5 +a3) (b7 + b3 + b3)

cosa =

ab = |a||b|cos(a)

ab
lal|b]

cos(a) =

Bazisvektorok

Ha felvesziink a sikon két darab tetszdleges a és b nem egyallasu, O kezd6ponth vektort. Ekkor
barmely veliik egysikll v vektor egyértelmiien felbonthatd az adott vektorokkal egyallasu
Osszetevokre.

Tehat :

—_— -

OP=v =ky-d +ky-b
ki és ko tetszéleges valos szamok.

Az G és b vektorokat bazisvektoroknak, az O pontot vonatkoztatasi pontnak szokas nevezni.

Sziikebb értelemben bazisvektoroknak nevezziik azokat azT és] egységnyi hosszisagu, egymasra
merdleges vektorokat, ahol az T vektort +90°-o0s forgatas viszi atj vektorba.

Az T és] kozos kezdbdpontja a vonatkoztatési pont, az origo.
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A kozos kezdbponta T és] bazisvektorok a Descartes féle koordinata rendszert hatarozzak meg.

A ko6z06s kezd6pont, a vonatkoztatasi pont, a koordinata-rendszer kezdépontja.

Ebben a koordinata-rendszerben a ( ki; kz) szampart egyarant mondjuk a P pont illetve az O pontbol a
P pontba mutat6 helyvektor koordinatainak.


https://matekarcok.hu/descartes-rene/
https://matekarcok.hu/analitikus-geometria/

A fenti abran az origobol az A illetve B pontba mutato d illetve b vektorok helyvektorok, az A és a B
pontok helyvektorai.
A B pontbdl az A pontba mutaté v vektor nem helyvektor, szabad vektornak nevezziik. Eza
vektoraz @ és b helyvektorok kiilonbsége
t=d-b

Minden szabadvektornak megfeleltethetd egy helyvektor, amelyik parhuzamos vele, egyenld hosszi és
iranyu, de a kezdOpontja az origo.
Az egyes helyvektorok 0sszeg- illetve kiilonbségvektoranak a koordinatai a pontok helyvektorainak
megfeleld koordinatainak dsszege illetve kiilonbsége.

V(v;v2) => vy =ay —by; v, =a; — by => V(a; — bysa; — ay)

Matrixok
Egy mxn-es matrixon egy olyan téglalap alaki tdblazatot értiink, amelynek m sora és n oszlopa van,

elemei pedig adott szamhalmazbol valok, melyen a matrix értelmezve van.

Jelblés:

A: An,m = (a”)
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Specialis matrixok
Sorvektor
Oszlopvektor

Nullmatrix - 6sszes eleme 0

Egység matrix:
(1 0 0
B0 1 0
0 0 1
Diagonal matrix:
a, 0 0
0 a, 0
0 0 a,.
Négyzetes matrix: amn=anm 1 2 5
A=2 3 6
5 6 4

Egy An«m matrix sorainak és oszlopainak felcserélésével a matrix A’mean = A*man =ATman
transzponaltjat kapjuk.

Miveletek matrixokkal -
Matrix szorzasa skalarral, ekkor a matrix 6sszes elemét az adott skalarral meg kell szorozni.

Matrixok 0sszeadasanal azonos dimenzidval kell rendelkezniiik a matrixoknak.

1 2 56 6 8
+ =
3 4 7 8 10 12
Matrixok szorzasa esetén A matrix minden sorvektoranak képezziik a skalarszorzatat B matrix minden
oszlopvektoraval. Ezért ha A tipusa (nxm), akkor B tipusa (mxk). Ez azt jelenti, hogy az A és B

matrix csak abban az esetben szorozhato 6ssze, ha A-nak ugyanannyi oszlopa van, mint ahany sora B-
nek. A szorzatmatrix tipusa ennek megfelelden (nxk).

Tulajdonsagok -

1. nem kommutativ
2. asszociativ
3. disztributiv



A determinans fogalma, kiszamitasa és alkalmazasa

A determinans a kvadratikus matrixok halmazan értelmezett f: An, — |A| fiiggvény, mely az An
matrixhoz egy valds szamot rendel az alabbiak szerint

. n:2
a;; Aagp
/A] = det A = det(aq,a;) = Ay, Ay, — G122~ G120z
e n>2

Sor- vagy oszlop szerinti kifejtéssel
(n-1)x(n-1)—es matrixok determinansanak kiszamitasara vezetjiik vissza

— 1.sor szerinti kifejtéssel: |A|=Z; ajj Ajj (i=allando)
— j. oszlop szerinti kifejtéssel: |A|=%; aj Ajj (j=4llando)

Ajj az (ij)-edik (az i. sor j. eleméhez tartozo) algebrai aldeterminans.

Linearis egyenlet-rendszer megoldasa
Az n egyenletbdl allo n ismeretlenes Ax = b linedaris egyenlet-rendszer megolddsa

e hald| =0

ahol di= det(ay, ..,ai1,b, Qis1, ..., An) .

e Hab = 0 (homogén linearis egyenletrendszer) és |A| =0, akkor

0 .
x; = Tl =0, (i=12..,n)n

Cramer-szabaly
Tekintsiik az alabbi n egyenletbdl és n darab ismeretlenbdl allo linearis egyenletrendszert:

a,x, +a,x, +...+aq,,x, = bl

A, X, + ayX, +...+a,,x, =b,
a,,x, +a,,x,+..+a,x, =b,
Legyen A az egyenletrendszer egylitthatomatrixa, és tegyiik fel,

hogy A determinansa nem 0. Ekkor pedig

d;

Xp =—
Lol

ahol d; annak az n X n —es matrixnak a determinansa, amit ugy kapunk, hogy az A matrix i-edik
oszlopat kicseréljiik b = (by, by, ..., by)T-re



Grafok

Egy grafot kétféleképp lehet bejarni, méghozza szélességében és mélységében.
Kivalasztunk egy kezdOpontot, aztan:

o Széllességben folytatjuk
o El6szor megvizsgaljuk a pont 6sszes szomszédjat
o Majd azoknak az 6sszes szomszédjat
o ésigy tovabb

o  M:¢élységben folytatjuk

El6szor megvizsgaljuk a pont egy szomszédjat

Majd annak egy szomszédjat

Ha nem tudunk tovabb menni, visszalépiink, és a pont egy masik szomszédjaval folytatjuk
Ha elfogy, megint visszalépiink

Ha a kezddponbdl is visszalépnénk, végeztiink

O O 0 O O

A melységi bejaras szemléltetése
Megkiilonboztetjiikk a csucsok statuszat. Attol fliggden szinezziik a csticsokat, hogy az illetd csucsot
illetéen a bejaras milyen fazisban van.
» Egy csucs legyen fehér, ha még nem jutottunk el hozza a bejaras soran (kezdetben minden
csucs fehér).
» Egy csucs legyen sziirke, ha a bejaras soran mar elértiik a csticsot, de még nem allithatjuk,
hogy az illet6 csucsbol elérhetd Osszes csticsot meglatogattuk.
* A csucs legyen fekete, ha azt mondhatjuk, hogy az illet6 csticsbol elérhet6 6sszes cstcsot
mar meglatogattuk és visszamehetiink (vagy mar visszamentiink) az idevezet6 ut megel6z6
csucsara
A bejaras soran taroljuk el, hogy egy csucsot hanyadikként értiink el, azaz hanyadikként lett sziirke és
taroljuk el azt is, hogy hanyadikként fejeztiik be a csucs, és a beldle elérhetd csucsok bejarasat, azaz a
cstics hanyadikként lett fekete. Az emlitett szdmokat nevezziik mélységi, illetve befejezési szamnak,

amelyek az abran a cstcsok cimkéi alatt jelennek meg.





http://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/kepek/fej28_s1_w650_full.html

Matematikai logika

http://rsl.sze.hu/~hajbat/logika.pdf



http://rs1.sze.hu/~hajbat/logika.pdf

